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Abstract
We present Feynman rules for the strong and ∆S = 1 weak chiral La-
grangian which are relevant for calculating K → pipipi decay amplitudes. Feyn-
man rules for this specific case turn out to be too lengthy to be included in
a research paper. Since they are not standard, we decide to include them
in a separate article, making them available for any one who is interested in
this kind of calculation. Any found mistakes and (/or) comments are warmly
welcome so that corrections can be made.
Keywords: Kaon Physics, CP violation, Chiral Lagrangians, Phenomenological
Models.
1 Introduction
Feynman rules which are relevant for calculating K → pipipi decay amplitudes can
be classified as follows:
Rules derived from the strong chiral Lagrangian, which is
L(2)strong =
f 2
4
Tr (DµΣ
†DµΣ) +
f 2
2
B0Tr (MΣ† + ΣM†) (1)
and
Σ ≡ exp
(
2i
f
Π(x)
)
(2)
1
where
Π(x) =
1√
2


1√
2
pi0(x) + 1√
6
η8(x) pi
+(x) K+(x)
pi−(x) − 1√
2
pi0(x) + 1√
6
η8(x) K
0(x)
K−(x) K¯0(x) − 2√
6
η8(x)

 . (3)
The scale f is identified at the tree level with the pion decay constant fpi.
The other rules are derived from the weak chiral Lagrangian, which is
L(2)∆S=1 = G8(Q3−6) Tr
(
λ32DµΣ
†DµΣ
)
+
GaLL(Q1,2) Tr
(
λ31Σ
†DµΣ
)
Tr
(
λ12Σ
†DµΣ
)
+
GbLL(Q1,2) Tr
(
λ32Σ
†DµΣ
)
Tr
(
λ11Σ
†DµΣ
)
, (4)
where λij are combinations of Gell-Mann SU(3) matrices defined by (λ
i
j)lk = δilδjk
and Σ is defined in eq. (2). The covariant derivatives in eqs. (1),(4) are taken with
respect to the external gauge fields whenever they are present.
The chiral coefficients GaLL, G
b
LL, G8. represent the contribution of the ten quark
operators relevant for ∆S = 1 weak chiral Lagrangian.
In comparing with other works in literatures , it is convenient to write the ∆S = 1
weak chiral Lagrangian in the following form
L(2)∆S=1 = g8Tr
(
λ32DµΣ
†DµΣ
)
+g27
[
Tr
(
λ32Σ
†DµΣ
)
Tr
(
λ11Σ
†DµΣ
)
+
2
3
Tr
(
λ31Σ
†DµΣ
)
Tr
(
λ12Σ
†DµΣ
)]
,
(5)
which involves two couplings g8 and g27 representing respectively the octet (8L, 1R)
and the twenty–seven (27L, 1R) couplings, where g8 and g27 can be written in terms
of GaLL, G
b
LL, G8.
As a final comment, our convention for Feynman rules is that all particles are
entering the vertex. The same rules hold for the conjugated couplings.
2 Feynman Rules for the Strong Chiral Lagrangian
In writing Feynman rule for the strong interaction, it is convenient to define the
following functions
A(p1, p2, p3, p4) =
1
2
(p1 + p2) · (p3 + p4)− p1 · p2 − p4 · p3
B(p1, p2, p3, p4) =
1
2
(p1 + p4) · (p2 + p3)− p1 · p4 − p2 · p3
C(p1, p2, p3, p4) = (p4 − p3) · (p2 − p1)
D(p1, p2, p3, p4) =
1
2
(p1 + p3) · (p2 + p4)− p1 · p3 − p2 · p4.
2
The relevant strong vertices are:
pi−(p1)pi
+(p2)pi
+(p3)pi
−(p4)
i
6f2
B
K−(p1)K
+(p2)pi
+(p3)pi
−(p4)
i
3f2
B
pi−(p1)pi
+(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) − i
3f2
A
K−(p1)K
+(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) − i
12f2
A
K¯0(p1)K
0(p2)pi
+(p3)pi
−(p4)
i
3f2
D
K¯0(p1)K
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) − i
12f2
A
K−(p1)K
0(p2)pi
0(p3)pi
+(p4)
i
2
√
2f2
C
K¯0(p1)K
0(p2)η(p3)pi
0(p4)
i
2
√
3f2
A
K−(p1)K
0(p2)η(p3)pi
+(p4) − i√
6f2
A
K¯0(p1)K
0(p2)η(p3)η(p4) − i
4f2
A
K−(p1)K
+(p2)η(p3)η(p4) − i
4f2
A
K¯0(p1)K
0(p2)K
0(p3)K¯
0(p4)
i
6f2
B
K−(p1)K
+(p2)K
+(p3)K
−(p4)
i
6f2
B
K¯0(p1)K
0(p2)K
+(p3)K
−(p4)
i
3f2
B
K−(p1)K
+(p2)η(p3)η(p4) − i
4f2
A
K+(p1)K¯
0(p2)pi
0(p3)pi
−(p4)
i
2
√
2f2
C
K+(p1)K¯
0(p2)η(p3)pi
−(p4) − i√
6f2
A
K−(p1)K
+(p2)η(p3)pi
0(p4) − i
2
√
3f2
A
(6)
K¯0(p1)K
+(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i
6
√
2f4
[
−1
2
p1 · (p3 + p4)+
3
12
p2 · (p3 + p4) + p1 · p6 − p2 · p6
]
K¯0(p1)K
+(p2)pi
−(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
12
√
2f4
[−p1 · p3 + p2 · p3+
1
3
p1 · (p4 + p5 + p6)−
1
3
p2 · (p4 + p5 + p6)
]
K−(p1)K
+(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
+(p6)
i
f4
[
− 1
90
p1 · p2 + 4
90
p1 · (p3 + p4)−
7
180
p2 · (p3 + p4) + 2
45
p3 · p4 −
7
180
p1 · (p5 + p6) + 4
90
p2 · (p5 + p6)−
1
40
(p3 + p4) · (p5 + p6) + 2
45
p5 · p6
]
K−(p1)K
+(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f4
[
− 1
90
p1 · p2 + 2
45
p1 · p3−
7
180
p2 · p3 − 7
180
p1 · p4 +
2
45
p2 · p4 − 17
180
p3 · p4 +
1
360
p1 · (p5 + p6) + 1
360
p2 · (p5 + p6) +
4
90
p3 · (p5 + p6) + 4
90
p4 · (p5 + p6)−
17
180
p5 · p6
]
K−(p1)K
+(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
360f4
[−p1 · p2+
1
4
p1 · (p3 + p4 + p5 + p6) +
1
4
p2 · (p3 + p4 + p5 + p6)−
1
6
(p3 · p4 + p3 · p5 + p3 · p6
+p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)]
K0(p1)K
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
12
√
2f4
[p2 · p3 − p1 · p3−
1
3
p2 · (p4 + p5 + p6) +
1
3
p1 · (p4 + p5 + p6)
]
K0(p1)K
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i
6
√
2f4
[
1
2
p2 · (p4 + p5)−
4
12
p1 · (p4 + p5)−
p2 · p6 + p1 · p6]
K0(p1) K¯
0(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
+(p6)
i
f4
[
− 1
90
p1 · p2 − 7
180
p2 · (p3 + p4)+
4
90
p1 · (p3 + p4) + 2
45
p3 · p4 +
4
90
p2 · (p5 + p6)− 7
180
p1 · (p5 + p6)−
1
40
(p3 + p4) · (p5 + p6) + 2
45
p5 · p6
]
K0(p1) K¯
0(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f4
[
− 1
90
p1 · p2 − 7
180
p2 · p3+
2
45
p1 · p3 + 2
45
p2 · p4 − 7
180
p1 · p4 −
7
180
p1 · p4 − 17
180
p3 · p4 +
1
360
p2 · (p5 + p6) + 1
360
p1 · (p5 + p6) +
4
90
p3 · (p5 + p6) + 4
90
p4 · (p5 + p6)−
17
180
p5 · p6
]
K0(p1) K¯
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
360f4
[−p1 · p2+
1
4
p2 · (p3 + p4 + p5 + p6) +
1
4
p1 · (p3 + p4 + p5 + p6)−
1
6
(p3 · p4 + p3 · p5 + p3 · p6 +
p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)
]
η(p1) K¯
0(p2)K
+(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i√
6f4
[
− 2
15
p2 · p3 + 1
30
p1 · p2+
1
30
p1 · p3 + 7
60
p2 · (p4 + p5) +
7
60
p3 · (p4 + p5)− 2
15
p1 · (p4 + p5)−
2
15
p4 · p5 − 2
15
p2 · p6 −
2
15
p3 · p6 + 1
5
p1 · p6 +
1
30
p6 · (p4 + p5)
]
η(p1) K¯
0(p2)K
+(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
6f4
[
− 1
15
p2 · p3 + 1
60
p1 · p2+
5
160
p1 · p3 + 11
60
p2 · p4 +
11
60
p3 · p4 − 7
30
p1 · p4 −
1
15
p2 · (p5 + p6)− 1
15
p3 · (p5 + p6) +
1
10
p1 · (p5 + p6)− 1
15
p4 · (p5 + p6) +
1
10
p5 · p6
]
η(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
3f4
[
1
15
p2 · p3 − 1
60
p1 · p3−
1
60
p1 · p2 + 1
15
p3 · p4 +
1
15
p2 · p4 − 1
10
p1 · p4 +
1
15
p3 · p5 + 1
15
p2 · p5 −
1
10
p1 · p5 − 1
10
p4 · p5 −
11
60
p3 · p6 − 11
60
p2 · p6 +
7
30
p1 · p6 + 1
15
p4 · p6 +
1
15
p5 · p6
]
η(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
3f4
[
1
30
p2 · p3 − 1
120
p1 · p3−
1
120
p1 · p2 − 1
120
p3 · (p4 + p5 + p6)−
1
120
p2 · (p4 + p5 + p6) + 1
180
p1 · (p4 + p5 + p6) +
1
180
(p5 · p6 + p4 · p5 + p4 · p6)
]
(7)
The relevant vertices coming from the mass term in the strong Lagrangian are:
K0 K¯0K+K− i
m2
K
3f2
K0K0 K¯0 K¯0 i
m2
K
6f2
η η η η
i
27f2
(2m2
K
− 7
8
m2
pi
)
K+K+K−K− i
m2
K
6f2
6
pi− pi− pi+ pi+ i
m2
pi
6f2
pi+ pi− pi0 pi0 i
m2
pi
6f2
pi0 pi0 pi0 pi0 i
m2
pi
24f2
η η pi+ pi− i
m2
pi
6f2
η η pi0 pi0 i
m2
pi
12f2
K+K− pi+ pi− i
(m2pi +m
2
K
)
6f2
K+K− pi0 pi0 i
(m2pi +m
2
K
)
12f2
η K¯0K+ pi−
i
3
√
6f2
(m2pi −m2K)
η K+K− pi0
i
6
√
3f2
(m2
pi
−m2
K
)
η K0K− pi+
i
3
√
6f2
(m2pi −m2K)
η K¯0K0 pi0 − i
6
√
3f2
(m2
pi
−m2
K
)
K0 K¯0 pi+ pi− i
(m2
pi
+m2
K
)
6f2
K0 K¯0 pi0 pi0 i
(m2pi +m
2
K
)
12f2
(8)
K−K+ pi− pi− pi+ pi+ − i
90f4
(m2
K
+ 2m2
pi
)
K−K+ pi− pi+ pi0 pi0 − i
90f4
(m2K + 2m
2
pi)
K+K− pi0 pi0 pi0 pi0 − i
360f4
(m2K + 2m
2
pi)
K0 K¯0 pi0 pi0 pi+ pi− − i
90f4
(m2
K
+ 2m2
pi
)
K0 K¯0 pi+ pi− pi+ pi− − i
90f4
(m2
K
+ 2m2
pi
)
K0 K¯0 pi0 pi0 pi0 pi0 − i
360f4
(m2K + 2m
2
pi)
K¯0K+ pi+ pi− pi− η − i
15
√
6f4
m2pi
K¯0K+ pi0 pi0 pi− η − i
30
√
6f4
m2
pi
7
K0K− pi+ pi+ pi− η − i
30
√
6f4
m2
pi
K0K− pi+ pi+ pi− η − i
15
√
6f4
m2pi
K−K0 pi0 pi0 pi+ η − i
30
√
6f4
m2
pi
K0 K¯0 pi0 pi+ pi− η
i
30
√
3f4
m2pi
K0 K¯0 pi0 pi0 pi0 η
i
60
√
3f4
m2
pi
(9)
3 Feynman Rules for the ∆S = 1 Chiral Lagrangian
The relevant vertices coming from the term GaLL in the weak chiral Lagrangian
are:
K+(p1)pi
−(p2)
2i
f2
p1 · p2
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
−1
3
p3 · (p1 + p2) + 4
3
p1 · p2+
4
3
p3 · p4 − p4 · (p1 + p2)
]
K+(p1) η(p2) η(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
1
2
p4 · (p2 + p3)− p1 · p4
]
K0(p1)K
0(p2)pi
+(p3)K
−(p4)
i
f4
[
p1 · p2 − 1
2
p4 · (p1 + p2)−
1
2
p3 · (p1 + p2) + p3 · p4
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)
i
f4
[
−2
3
p1 · p2 + 1
6
p1 · (p3 + p4)−
1
3
p2 · (p3 + p4) + p3 · p4
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
−p1 · (p2 + p3) + 4
3
p2 · p3+
4
3
p1 · p4 − 1
3
p4 · (p2 + p3)
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
4
3
p1 · p3 − 2
3
p1 · p2 + 4
3
p3 · p4−
2
3
p2 · p4 − 4
3
p1 · p4
]
8
K0(p1)K
−(p2)K
+(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[−p1 · p3 + p2 · p3 − p1 · p4 + p2 · p4]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4)
i
√
2
f4
[p1 · p2 − p1 · p4 − p2 · p4 + p3 · p4]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3) η(p4)
i√
3f4
[−2p2 · p4 + p1 · p2 + 3p3 · p4−
3p1 · p3 + p2 · p3]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3) η(p4)
√
2
3
i
f4
[p2 · p4 − 2p1 · p2 + p2 · p3]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3) η(p4)
√
3
2
i
f4
[−p1 · p4 + p3 · p4 − 2p2 · p4+
5
3
p1 · p2 − 1
3
p2 · p3
]
(10)
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
17
360
p3 · (p1 + p2)−
43
180
p1 · p2 −
43
45
p3 · p4 + 41
120
p4 · (p1 + p2) +
37
72
p3 · (p5 + p6)−
11
120
(p1 + p2) · (p5 + p6) +
151
360
p4 · (p5 + p6)− 13
12
p5 · p6
]
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
31
90
p3 · (p1 + p2)− 44
45
p1 · p2−
28
30
p3 · (p4 + p5) + 16
20
(p1 + p2) · (p4 + p5)
−44
45
p4 · p5 + 10
9
p3 · p6 −
28
30
p6 · (p1 + p2) + 31
90
p6 · (p4 + p5)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
4
45
p1 · p2−
13
720
p1 · (p3 + p4 + p5 + p6) +
8
180
p2 · (p3 + p4 + p5 + p6)−
7
192
(p3 · p4 + p3 · p5 + p3 · p6 +
p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)]
9
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
7
20
p1 · (p2 + p3)− 149
90
p2 · p3−
13
180
p1 · (p5 + p6) +
89
120
(p2 + p3) · (p5 + p6)−
11
6
p5 · p6 − 22
45
p1 · p4 +
8
90
p4 · (p2 + p3) + 5
36
p4 · (p5 + p6)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
47
135
p1 · (p2 + p3 + p4)−
64
135
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)−
44
90
p1 · (p5 + p6) +
9
30
(p5 + p6) · (p2 + p3 + p4)− 4
9
p5 · p6
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
1
4
p3 · (p1 + p2)− 1
2
p1 · p2+
3
5
p3 · p4 − 59
60
p4 · (p1 + p2)−
7
3
p3 · p6 + 17
12
p6 · (p1 + p2) +
19
15
p4 · p6 + 5
6
p3 · p5 −
1
12
p5 · (p1 + p2) + 1
10
p4 · p5 − 7
6
p5 · p6
]
K+(p1) η(p2) η(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 19
120
p4 · (p2 + p3) + 13
60
p1 · p4+
1
24
(p2 + p3) · (p5 + p6) +
1
24
p1 · (p5 + p6) +
1
20
p4 · (p5 + p6)− 1
4
p5 · p6
]
K+(p1) η(p2) η(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
− 29
120
(p2 + p3) · (p4 + p5)+
19
30
p1 · (p4 + p5)−
2
5
p4 · p5 + 1
3
p6 · (p2 + p3)−
2
3
p1 · p6 + 1
20
p6 · (p4 + p5)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−5
6
p1 · p2+
10
518
p1 · (p4 + p5 + p6) +
5
18
p2 · (p4 + p5 + p6)−
1
9
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)−
1
6
p3 · (p4 + p5 + p6)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−5
6
p1 · (p2 + p3)− p2 · p3+
5
3
p1 · p6 + 5
3
p6 · (p2 + p3) +
1
12
(p2 + p3) · (p4 + p5)−
2p6 · (p4 + p5) + 4
3
p4 · p5
]
K0(p1)K
−(p2)K
+(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
1
6
p1 · p3 − 1
6
p2 · p3+
1
9
p1 · (p4 + p5 + p6)−
1
9
p2 · (p4 + p5 + p6)
]
K0(p1)K
−(p2)K
+(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−1
2
p1 · p2+
4
3
p1 · p3 − 5
6
p2 · p3 −
21
5
p1 · p4 + 79
30
p2 · p4 − 1
5
p3 · p4 +
4p1 · p6 − 7
6
p2 · p6 − 4
3
p3 · p6 +
22
15
p4 · p6 + 1
6
p1 · p5 − 1
3
p2 · p5 + 5
6
p3 · p5 +
3
10
p4 · p5 − 13
6
p5 · p6
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 43
180
p1 · p3 + 17
180
p1 · p2−
16
45
p3 · p4 + 43
90
p2 · p4 +
73
180
p1 · p4 − 5
72
p3 · (p5 + p6)−
11
72
p2 · (p5 + p6) + 19
360
p1 · (p5 + p6) +
7
360
p4 · (p5 + p6)− 1
12
p5 · p6
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
−1
2
p2 · p3−
11
44
45
p1 · p3 + 107
90
p1 · p2 −
1
15
p3 · (p4 + p5)− 1
15
p2 · (p4 + p5) +
9
10
p1 · (p4 + p5)−
26
45
p4 · p5 + 17
18
p3 · p6 −
2
9
p2 · p6 − 133
90
p1 · p6 +
4
90
p6 · (p4 + p5)
]
K0(p1) η(p2) η(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
1
2
p4 · (p2 + p3)− 3
2
p1 · p4−
1
2
p6 · (p2 + p3) + 3
2
p1 · p6 +
1
2
p4 · p6 − 1
2
p5 · p6
]
(11)
The relevant vertices coming from the term GbLL in the weak chiral Lagrangian are:
K0(p1)pi
0(p2)
i
√
2
f2
p1 · p2
K0(p1)η(p2)
i
f2
√
2
3
p1 · p2
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
−1
2
p3 · (p1 + p2) + p1 · p2+
p3 · p4 − 1
2
p4 · (p1 + p2)
]
K+(p1)pi
−(p2) η(p3) η(p4)
i
f4
[
1
3
p3 · p4 − p1 · (p3 + p4)+
1
6
p2 · (p3 + p4)
]
K0(p1)pi
0(p2) η(p3) η(p4)
i√
2f4
[
−1
3
p3 · p4 + 2
3
p1 · (p3 + p4)+
1
3
p2 · (p3 + p4)− p1 · p2
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
0(p4)
i
√
2
3f4
[
2p3 · p4 − 1
3
p4 · (p1 + p2)
]
K0(p1)K
0(p2)K
−(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
4
3
p1 · p2 − 1
3
p3 · (p1 + p2)−
12
13
p4 · (p1 + p2)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)
i
f4
[
−1
2
p2 · (p3 + p4) + p3 · p4
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
−1
2
p1 · (p2 + p3) + p2 · p3+
p1 · p4 − 1
2
p4 · (p2 + p3)
]
K0(p1) K¯
0(p2)K
+(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
4
3
p1 · p2 − 2
3
p1 · p3 − 2
3
p1 · p4
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[
5
3
p1 · p3 − 1
3
p1 · p2−
2p1 · p4 + 1
3
p3 · p4 +
1
3
p2 · p4
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[
−1
9
p1 · (p2 + p3 + p4)+
1
9
(p2 · p3 + p3 · p4 + p2 · p4)
]
K0(p1)pi
+(p2)pi
−(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[
7
3
p1 · p3 − 10
3
p1 · p4−
5
3
p3 · p4 + 1
3
p1 · p2 + 7
3
p2 · p4
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3) η(p4)
i√
3f4
[−p2 · p4 + 2p3 · p4−
2p1 · p3 + p2 · p3]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3) η(p4)
i√
6f4
[
−1
3
p1 · p4 − 1
3
p4 · (p2 + p3)+
p1 · (p2 + p3)− p2 · p3]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3) η(p4)
i√
6f4
[
−2
3
p1 · p4 + 7
3
p2 · p4−
3p1 · p2 − 5
3
p3 · p4 + 3p1 · p3
]
(12)
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
1
12
p3 · (p1 + p2)− 1
6
p1 · p2−
p3 · p4 + 1
6
p4 · (p1 + p2) +
31
60
p3 · (p5 + p6)−
13
460
(p1 + p2) · (p5 + p6) +
13
30
p4 · (p5 + p6)− 29
30
p5 · p6
]
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
5
12
p3 · (p1 + p2)− 5
6
p1 · p2−
11
12
p3 · (p4 + p5) +
8
12
(p1 + p2) · (p4 + p5)−
5
6
p4 · p5 + p3 · p6 −
11
12
p6 · (p1 + p2) + 5
12
p6 · (p4 + p5)
]
K+(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
−(p6)
i
f6
[
1
16
p6 · (p2 + p3 + p4 + p5)−
1
24
(p2 · p3 + p2 · p4 + p2 · p5 +
p3 · p4 + p3 · p5 + p4 · p5)]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
5
24
p1 · (p2 + p3)− 19
12
p2 · p3+
3
4
(p2 + p3) · (p5 + p6)−
11
6
p5 · p6 − 5
12
p1 · p4 +
1
8
p4 · (p2 + p3) + 1
12
p4 · (p5 + p6)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
5
18
p1 · (p2 + p3 + p4)−
4
9
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)−
5
12
p1 · (p5 + p6) +
11
36
(p5 + p6) · (p2 + p3 + p4)−
−1
2
p5 · p6
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i
f6
[
− 1
60
p5 · p6 + 1
30
p1 · (p5 + p6)−
11
120
p2 · (p5 + p6) +
2
60
(p3 + p4) · (p5 + p6) +
1
8
p2 · (p3 + p4)− 1
4
p3 · p4
]
14
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4) η(p5) η(p6)
i
f6
[
− 1
30
p5 · p6 + 2
30
p1 · (p5 + p6)−
11
60
(p5 + p6) · (p2 + p3) +
3
8
p1 · (p2 + p3)− 1
4
p2 · p3 +
19
60
p4 · (p5 + p6)− 3
4
p1 · p4 +
1
8
p4 · (p2 + p3)
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i√
2f6
[
1
60
p5 · p6 − 1
30
p1 · (p5 + p6)−
1
60
(p5 + p6) · (p2 + p3 + p4) +
3
30
p1 · (p2 + p3 + p4)−
3
60
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i√
2f6
[
1
30
p5 · p6 − 1
15
p1 · (p5 + p6)+
31
60
p2 · (p5 + p6)− 17
12
p1 · p2 −
19
30
p4 · (p5 + p6) + 29
15
p1 · p4 +
7
20
p2 · p4 + 1
60
p3 · (p5 + p6) +
1
12
p1 · p3 − 13
20
p3 · p4
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
− 1
45
p3 · (p4 + p5 + p6)+
1
30
(p1 + p2) · (p4 + p5 + p6)−
2
45
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
1
4
p3 · (p1 + p2)− 1
2
p1 · p2+
8
9
p3 · p4 − 37
36
p4 · (p1 + p2)−
253
90
p3 · p6 + 319
180
p6 · (p1 + p2) +
13
10
p4 · p6 + 8
9
p3 · p5 −
7
36
p5 · (p1 + p2)− 41
30
p5 · p6
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
60
√
2f6
[
1
5
p1 · (p2 + p3 + p4 + p5 + p56)−
15
110
(p2 · p3 + p2 · p4 + p2 · p5 +
p2 · p6 + p3 · p4 + p3 · p5 +
p3 · p6 + p4 · p5 + p4 · p6 +
p5 · p6)]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−163
180
p1 · p2 + 47
135
p1 · (p4 + p5 + p6)+
157
540
p2 · (p4 + p5 + p6)−
43
270
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)−
13
180
p1 · p3 − 83
540
p3 · (p4 + p5 + p6)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−163
180
p1 · (p2 + p3)− 17
18
p2 · p3+
91
45
p1 · p6 + 287
180
p6 · (p2 + p3)−
13
180
p1 · (p4 + p5) +
1
9
(p2 + p3) · (p4 + p5)−
373
180
p6 · (p4 + p5) + 25
18
p4 · p5
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−14
45
p1 · p3 + 1
45
p1 · p2+
59
270
p1 · (p4 + p5 + p6)−
17
270
p3 · (p4 + p5 + p6)−
1
135
p2 · (p4 + p5 + p6)−
7
135
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−101
90
p1 · p3 + 47
45
p1 · p2−
1
2
p2 · p3 − 391
90
p1 · p4 +
7
3
p3 · p4 − 1
6
p2 · p4 +
24
5
p1 · p6 − 67
90
p3 · p6 −
71
45
p2 · p6 + 103
90
p4 · p6 +
7
45
p1 · p5 − 1
6
p3 · p5 +
p2 · p5 + 1
6
p4 · p5 −
16
91
45
p5 · p6
]
K0(p1) K¯
0(p2)K
+(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 43
180
p1 · p2 + 17
180
p1 · p3+
107
180
p1 · p4 − 77
360
p2 · (p5 + p6)−
7
40
p1 · (p5 + p6) + 43
360
p3 · (p5 + p6) +
43
360
p4 · (p5 + p6)− 3
20
p5 · p6
]
K0(p1) K¯
0(p2)K
+(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
−44
45
p1 · p2 − 1
2
p2 · p3+
107
90
p1 · p3 + 1
36
p2 · (p4 + p5)−
1
180
p1 · (p4 + p5) + 19
36
p3 · (p4 + p5)−
11
18
p4 · p5 + 8
9
p2 · p6 −
1
5
p1 · p6 − 23
18
p3 · p6 +
7
36
p6 · (p4 + p5)
]
(13)
The relevant vertices coming from the term G8 in the weak chiral Lagrangian are:
K0(p1)pi
0(p2)
i
√
2
f2
p1 · p2
K0(p1)η(p2)
i
f2
√
2
3
p1 · p2
K+(p1)pi
−(p2) − 2i
f2
p1 · p2
K+(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
2
3
p1 · p4 − 1
6
p1 · (p2 + p3)− 1
6
p4 · (p2 + p3)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
1
2
p1 · (p2 + p3)− 1
3
p2 · p3−
1
3
p1 · p4 − 1
6
p4 · (p2 + p3)
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[
−1
9
p1 · (p2 + p3 + p4)+
1
9
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
+(p3)pi
−(p4)
i√
2f4
[
1
3
p1 · p4 − 4
3
p1 · p2+
17
13
p2 · p4 + 1
3
p1 · p3 + 1
3
p2 · p3
]
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
−1
6
p3 · (p1 + p2)− 1
3
p1 · p2 − 1
3
p3 · p4+
1
2
p4 · (p1 + p2)
]
K+(p1)pi
−(p2) η(p3) η(p4)
i
f4
[
1
3
p3 · p4 − 1
3
p1 · (p3 + p4)− p2 · (p3 + p4) + p1 · p2
]
K0(p1)pi
0(p2) η(p3) η(p4)
i√
2f4
[
−1
3
p3 · p4 + 1
3
p1 · (p3 + p4)+
1
3
p2 · (p3 + p4)− p1 · p2
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
0(p4)
i
√
2
3f4
[2p3 · p4 − p4 · (p1 + p2)]
K0(p1)K
0(p2)K
−(p3)pi
+(p4)
i
f4
[
1
3
p1 · p2 + 1
6
p3 · (p1 + p2) + 1
6
p4 · (p1 + p2)− p3 · p4
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)
i
f4
[
4
3
p2 · p3 − 4
3
p1 · p3 − 4
3
p3 · p4 + 4
3
p1 · p4
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
0(p4)
i√
2f4
[
5
3
p1 · p3 + 2
3
p1 · p2−
p2 · p3 − p1 · p4 −
2
3
p3 · p4 + 1
3
p2 · p4
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3) η(p4)
i√
3f4
[p2 · p4 − p1 · p2 − p3 · p4 + p1 · p3]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3) η(p4)
i√
6f4
[
−1
3
p1 · p4 − 1
3
p4 · (p2 + p3)+
p1 · (p2 + p3)− p2 · p3]
K0(p1)pi
+(p2)pi
−(p3) η(p4)
i√
6f4
[
−2
3
p1 · p4 + 1
3
p3 · p4+
p1 · p3 − 5
3
p2 · p4 +
3p1 · p2 − 2p2 · p3]
(14)
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
13
360
p3 · (p1 + p2) + 13
180
p1 · p2−
2
45
p3 · p4 − 7
40
p4 · (p1 + p2) +
1
360
p3 · (p5 + p6) +
1
40
(p1 + p2) · (p5 + p6) +
18
172
p4 · (p5 + p6) + 7
60
p5 · p6
]
K+(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
13
180
p3 · (p1 + p2) + 13
90
p1 · p2+
1
60
p3 · (p4 + p5)−
8
60
(p1 + p2) · (p4 + p5) +
13
90
p4 · p5 − 1
9
p3 · p6 +
1
60
p6 · (p1 + p2) + 13
180
p6 · (p4 + p5)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 4
45
p1 · p2+
13
720
p1 · (p3 + p4 + p5 + p6) +
13
720
p2 · (p3 + p4 + p5 + p6)−
1
108
(p3 · p4 + p3 · p5 + p3 · p6 +
p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 17
120
p1 · (p2 + p3) + 13
180
p2 · p3+
13
180
p1 · (p5 + p6) +
1
120
(p2 + p3) · (p5 + p6) +
13
180
p1 · p4 + 13
360
p4 · (p2 + p3)−
1
18
p4 · (p5 + p6)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
+(p6)
1
f6
[
− 19
270
p1 · (p2 + p3 + p4)+
4
135
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4) +
13
180
p1 · (p5 + p6) +
1
180
(p5 + p6) · (p2 + p3 + p4)−
1
18
p5 · p6
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i
f6
[
− 1
60
p5 · p6 + 1
30
p1 · (p5 + p6)+
1
15
p2 · (p5 + p6)− 13
60
p1 · p2 −
19
1120
(p3 + p4) · (p5 + p6)−
1
24
p1 · (p3 + p4) + 3
40
p2 · (p3 + p4)
]
K+(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4) η(p5) η(p6)
i
f6
[
− 1
30
p5 · p6 + 1
15
p1 · (p5 + p6)+
7
120
(p5 + p6) · (p2 + p3)−
31
120
p1 · (p2 + p3) + 3
20
p2 · p3 −
1
60
p4 · (p5 + p6)− 1
12
p1 · p4 +
3
40
p4 · (p2 + p3)
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i√
2f6
[
1
60
p5 · p6 − 1
30
p1 · (p5 + p6)−
1
60
(p5 + p6) · (p2 + p3 + p4) +
1
10
p1 · (p2 + p3 + p4)−
1
20
(p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4) η(p5) η(p6)
i√
2f6
[
1
30
p5 · p6 − 1
15
p1 · (p5 + p6)+
1
60
p2 · (p5 + p6) + 1
12
p1 · p2 −
2
15
p4 · (p5 + p6) + 13
30
p1 · p4 −
3
20
p2 · p4 + 1
60
p3 · (p5 + p6) +
1
12
p1 · p3 − 3
20
p3 · p4
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
− 1
45
p3 · (p4 + p5 + p6)+
1
30
(p1 + p2) · (p4 + p5 + p6)−
2
45
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)
]
K0(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
13
45
p3 · p4 − 2
45
p4 · (p1 + p2)−
43
90
p3 · p6 + 16
45
p6 · (p1 + p2) +
1
30
p4 · p6 + 1
18
p3 · p5 −
1
9
p5 · (p1 + p2)− 1
10
p4 · p5 −
20
15
p5 · p6
]
K0(p1)pi
0(p2)pi
0(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
1
300
p1 · (p2 + p3 + p4 + p5 + p6)−
1
600
(p2 · p3 + p2 · p4 + p2 · p5 +
p2 · p6 + p3 · p4 + p3 · p5 + p3 · p6 +
p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)]
K0(p1)pi
−(p2)pi
+(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
− 13
180
p1 · p2+
19
270
p1 · (p4 + p5 + p6) +
7
540
p2 · (p4 + p5 + p6)−
13
270
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)−
13
180
p1 · p3 + 7
540
p3 · (p4 + p5 + p6)
]
K0(p1)pi
−(p2)pi
−(p3)pi
+(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
− 13
180
p1 · (p2 + p3) + 1
18
p2 · p3+
16
45
p1 · p6 − 13
180
p6 · (p2 + p3)−
13
180
p1 · (p4 + p5) +
1
36
(p2 + p3) · (p4 + p5)−
13
180
p6 · (p4 + p5) + 1
18
p4 · p5
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
0(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−14
45
p1 · p3 − 13
90
p1 · p2 + 1
6
p2 · p3+
29
270
p1 · (p4 + p5 + p6) +
13
270
p3 · (p4 + p5 + p6)−
1
135
p2 · (p4 + p5 + p6)−
7
135
(p4 · p5 + p4 · p6 + p5 · p6)
]
K0(p1)K
+(p2)K
−(p3)pi
−(p4)pi
+(p5)pi
0(p6)
i√
2f6
[
−28
45
p1 · p3 − 13
45
p1 · p2+
1
3
p2 · p3 − 13
90
p1 · p4 − 3
10
p3 · p4 +
1
30
p2 · p4 + 4
5
p1 · p6 + 19
45
p3 · p6 −
11
45
p2 · p6 − 29
90
p4 · p6 − 1
90
p1 · p5 +
21
16
p3 · p5 + 1
6
p2 · p5 − 2
15
p4 · p5 +
13
90
p5 · p6
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
0(p5)pi
0(p6)
i
f6
[
− 43
180
p2 · p3 + 43
180
p1 · p3+
16
45
p3 · p4 + 7
60
p2 · p4 − 73
180
p1 · p4 −
13
90
p3 · (p5 + p6)− 1
45
p2 · (p5 + p6) +
1
15
p1 · (p5 + p6) + 1
10
p4 · (p5 + p6)−
1
15
p5 · p6
]
K+(p1)K
0(p2) K¯
0(p3)pi
−(p4)pi
−(p5)pi
+(p6)
i
f6
[
−43
90
p2 · p3 + 43
90
p1 · p3+
17
180
p3 · (p4 + p5) + 11
180
p2 · (p4 + p5)−
67
180
p1 · (p4 + p5)− 1
30
p4 · p5 −
1
18
p3 · p6 + 1
45
p2 · p6 +
1
5
p1 · p6 + 3
20
p6 · (p4 + p5)
]
(15)
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